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Aufgabe 1

(a). Sei w € A. Definiere X = A; U Ay U A3 U ... . Dann ist nach Definition von A auch w € X.
Entferne nun 0.E. 4; aus X. Dann gilt weiterhin w € X/A; nach Definition von A. Induktiv erhalt
man so fiir n € N mit n < N, dass w € X/ UngN A, fiir alle N > 1. Also liegt w in allen Mengen
X, X/A;, X/A; U As, ... und damit
we X/ J 4= U 4n (1)
N>1  n<N N>1n>N
nach Definition von X. |

(b). Sei w € A wie oben. Dann gilt klarerweise 14(w) = 1. Wegen (a) gilt auch
z1(w) = sup{ly, (w) : k
xo(w) = sup{la, (w) : k

Tp(w) =sup{la, (w):k>n} =1

da w in unendlich vielen der A,, enthalten ist. Also ist

inf{x, :n € N} =lim sup 14, =1 (2)

n—oo
Sei umgekehrt w ¢ A. Dann ist klarerweise 14(w) = 0. Jetzt ist w nicht mehr in unendlich vielen
der A,, enthalten, d.h. es existiert ein i € N fiir das gilt, dass w ¢ A; und somit auch w & J,,~.,; An-
Also hat man z;(w) = 0. Insgesamt erhélt man also

inf{z, :n € N} =lim sup 14, =0 (3)

n—0o0
]
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Aufgabe 2

Es sind die Eigenschaften einer o-Algebra zu priifen :

(i) Q€ Nyex A
() A€ Myeg A = A° € yex A
(111) Al,A27... < ﬂAEZA — Uizl Az € ﬂAEZ‘A

Zu (i) : Wegen Q € A VA € ¥ aufgrund der o-Algebra-Eigenschaft der A folgt auch, dass Q €
MNaex A

Zu (i) : Sei X € [\ ¢x A beliebig. Dann gilt aber wieder X € AVA € ¥ und X° € AVA € ¥
wegen der o-Algebra-Eigenschaft. Damit ist dann X € [ 45, A.

Zu (iii). Seien Xy, Xo,... € [y A beliebig. Dann ist X;, Xs,.. € A VA € ¥ und damit aber
wiederum | J;~, X; € AVA € X, also ;1 Xi € (yex A
B B |

Aufgabe 3

Wir zeigen erst, dass X = {4 C Q: A oder A° ist abzéhlbar} eine o-Algebra ist durch Uberpriifung
der Definitionseigenschaften. Danach zeigen wir, dass

0(G)=c({{w} :weQ})={ACQ: Aoder A°ist abzahlbar} (4)

(1) Es gilt Q € X, da Q° = ) trivialerweise abzahlbar ist.

(2) Sei nun A € X beliebig. Ist A abzdhlbar, so ist A° € X weil (A°)¢ = A abzahlbar ist. Ist
A € X, aber nicht abzéhlbar, dann ist A nach Definition von X eine Menge, fiir die das
Komplement abzéhlbar ist. Also A € X.

(3) Seien Aj, As,... € X.Fallsalle A, A,, ... abzahlbar sind, so ist die abz&hlbare Vereinigung
dieser abzéhlbaren Mengen wieder abzahlbar, also |J,~; 4; € X. Sind alle Ay, Ay, ... nicht

abzihlbar, dann sind sie jeweils Mengen, fiir die die Komplemente abzihlbar sind. Somit
ist gemafl der DeMorgan’schen Regeln

U4i=UJ = () 49° ()
i>1 i>1 i>1
ein abzahlbarer Schnitt abzahlbarer Mengen und damit abzéhlbar. Fiir j € N mit A;
als abzahlbare Menge und N 3 ¢ # j mit A; als Menge mit abzéhlbarem Komplement gilt,
dass

UAi=4uJAi=4u()49)° (6)
i>1 i i#j
was nach (2) als Vereinigung abzéhlbarer Mengen wieder abzahlbar ist. Dies gilt dann
natiirlich analog fiir jede beliebige Anzahl an abzéhlbaren Mengen, A;.

Dies beweist, dass X eine o-Algebra ist. Nun beweisen wir, dass X und ¢(G) identisch sind, d.h.,
dass G X erzeugt.

Einerseits gilt {{w} : w € Q} C X, da auch alle einelementigen Mengen abzihlbar und damit in X
sind. Da X selbst eine o-Algebra ist, gilt, dass fiir {w} als Element von X auch {w}® € X gilt und
sogar [J;>;{w}. Also gilt auch, dass o({{w} : w € Q}) C X. Dies zeigt "C”.

Nun sei umgekehrt A € X beliebig. Fiir A abzéhlbar, ist A = |J,, .4 wi und damit A € o({{w} :
w € Q}). Fiir A nicht abzéhlbar, ist A® abzéhlbar nach Definition von X und damit A¢ = {J,, ¢ , wi,
also A° € o({{w} : w € Q}). Damit ist aber A € o({{w} : w € Q}), da o({{w} : w € Q}) eine
o-Algebra ist. Dies zeigt die andere Richtung ”>”.

|
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Aufgabe 4
7C” : Fir a;,b; € Q fur alle ¢ = 1,...,n mit a; < b; gilt

f[az, by] ﬂX [ai, b)) € BE" (7)
i=1
und damit .
{H a;,b; } c B%®", (8)
i=1

also insgesamt
n
B — g({ H[ai,bi]}) c B®" (9)
i=1
Anschaulich ist dies klar : Alle Seiten des n-dimensionalen Quaders in R™ sind reelle Intervalle und
damit jeweils ein Element von B(R). Also liegt der Quader selbst in der Menge

O'({Al X A27 X..xX A, A; € B(R)}) = B®" (10)
”D” : Sei umgekehrt Ay, ..., A, € B(R) beliebig. Dann gilt

R™ D JJ4i = (A1 xR"™HN (R x Ay x R*Z) 0.0 (R x A4,)
=1

THAD) NN XN A,) e BT
aufgrund der Stetigkeit und damit Messbarkeit der Projektionen. Also folgt auch

a(ﬁAi) c B (11)

Aufgabe 5

757 : Klarerweise sind alle Mengen ¢ € P(£2) als Punktmengen abgeschlossen. Da Bg, alle abges-
chlossenen Mengen umfasst, die im Schnitt von  und B™ liegen, folgt £ € B, d.h. P(Q) C Bg.
7C” : Da Q C R™ hochstens abzahlbar ist, ist 2 eine Punktmenge. Sei nun wi,ws,... eine
Aufzdhlung der Elemente in €. Sei 0.E. © endlich mit || = k. Dann koénnen & Mengen in R"
der Form (al ,b(l)) (an ) oM ), - (a(lk), bgk)) X . (an ,b(k)) mit a;, b; € Q gefunden wer-
den, sodass jeweils genau eines der w; in einer dieser Mengen liegt. Genauso konnen (g) Mengen
obiger Bauart gefunden werden, sodass genau zwei paarweise verschiedene w; darin liegen. Induktiv
fortgesetzt erhdlt man dann, dass insgesamt

k
k
> ( ) =2 (12)
=1 \

Mengen gefunden werden konnen, die alle 1,2, ..., k-elementigen Teilmengen von 2 enthalten. Da

wegen ANQ = QV A € Bj gilt, sind die so erzeugten Mengen aber gerade die Mengen aller
Teilmengen von €2, d.h. A € P(Q) fir alle A € BE und damit B C P(£2).

Diese Argumentation gilt auch fiir {2 abzéhlbar unendlich, wobei die Mengen A € Bg unendlich
grofl werden konnen.
[ |

Aufgabe 6
Fiir festes k > 1 und ¢ € {1,...,k} ist
{Xi=21,Xo=29,...,. X =z} ={weQ: X1(w) =21,...,Xp(w) = a1} (13)
wobei x; € F; gelten soll.
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Wegen
{(a,0)} CR? = {a} x {b} = ({a} x R) N (R x {b}) = X '(a) N X5 (D) (14)
gilt bzgl. Gleichung (13) auch die Darstellung

{wEQ:Xl(w):ml,...,Xk(w)zxk}z{wEQ:UJ:Xl—f (@1, xe)}

o9

k
={weQ:w= ﬂ X (@)}
i=1
Damit kann aber G geschrieben werden als
k
g:{{weﬂzw:ﬂX;l(xi)}:kZl,xiEEi}U{(Z)} (15)

i=1
Einerseits gilt klarerweise {0} € @7, P(Q2). Andererseits gilt aber auch

k
{{weQ:iw= )X (2:)}: k> 1,z € Ei} C R, P(Q) (16)
i=1
wegen der Definition von ®7_;P(£2). Also gilt dann auch o(G) C ®7_,P().
Umgekehrt liegt der Erzeuger von ®7 ;P () aber schon in G und damit 7 ,P(Q2) C o(G).
Die Schnittstabilitat folgt aus der Tatsache, dass {z;} N E; = {z;} und {x;}N{x;} = 0 fiir beliebige
zi,x; € F;. Wegen 1 < k < n ist somit jedes w € G als Schnitt von zwei Elementen wi,ws € G
darstellbar.
]

Aufgabe 7

Definiere a,, : Q2 — Q1 X Qg, ay, (W2) = (w1, ws). Dann ist a,, fiir alle wy € Q; messbar. Denn fiir
A1 € 1 und Ay € S ist

As  wennw; € A

a;ll(Al X AQ) = { (17)

1) sonst
Somit gilt auf jeden Fall a;ll (A1 x Ay) € F5 und dadurch die Messbarkeit von a,,. Mit % >
a, ! (A) = Ay, folgt sodann die erste Behauptung.

Fiir die zweite Behauptung schreibt man f(ws,-) = foa,,. Die Messbarkeit von f(w1,-) folgt dann
aus der Messbarkeit von f und a,, mit Aufgabe 1.15.

Aufgabe 8

Obwohl Georgii eine Losung fiir diese Aufgabe prasentiert, ist diese meiner Meinung nach auflerst
knapp.

(a). Die Gleichung folgt sofort sobald man zeigen kann, dass () A = xcicrBJ-
kEK

Ein abstrakteres und durch die Hilfe von math.SE beigesteuertes Argument zeigt im ersten Schritt
die Disjunktheit der S; und danach die Gleichheit beider Seiten der Gleichung :

Definiere fiir jedes Element w € 2 die Menge J,, = {j € I : w € A;}. Dann ist w klarerweise in By,
d.h. w € Bj,. Man kann nun zeigen, dass es keine andere Menge L # J,, gibt so, dass gleichzeitig
w € By und w € By, was By N By, # () zur Folge hitte.

Da demnach jedes w in genauer einer Menge B, vorkommt, sind die B dann fiir verschiedene J
disjunkt.

Sei w € By, und w € By, und man nehme an, es gibe einen Index j € L\ J,. Dann wére By,
durch den Schnitt mit der zusédtzlichen Menge A; in A; enthalten, d.h. By, C A;. Andererseits
wire w dann aber aufgrund der Definition der B auch in A enthalten, also Widerspruch. Einen

4
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solchen Index j € L\ J, kann es also nicht geben. Umgekehrt gebe es einen Index j € J, \ L.
Dann ist w € A; aufgrund der Definition von J,,. Gleichzeitig muss aber wegen w € By, gelten, dass
w € Q\ A;. Das fiihrt erneut zu einem Widerspruch. Also ist L = J,,.

Ein deutlich einfacheres, direktes Argument zeigt die Disjunktheit der Mengen B fiir unterschied-
liche J wie folgt. Sei Ji,J> C I mit J; # Jy. Dann gilt entweder J; \ J2 # 0 oder umgekehrt. In
jedem Fall gibt es einen Index j* in I\ J; U T\ J3 so, dass j* € J; oder j € J;. Also erhélt man

By,nBn=([)4n0 () A)n([)4n ) 4

JEJ1 JEI\J1 JEJ2 JEI\J2
= N 4n () 4

jeJ1UJ2 j€]\J1UI\J2
— . c Cy*
= () 4n N AS N AS

JjeJIUJ2 FJEINJLUI\J2)\j*

* c,*

- A]- N Aj
=0

Im zweiten Schritt muss dann nur noch die Gleichheit der beiden Seiten gezeigt werden.

Seiw € ﬂkeK Ay, mit K C I. Dann gilt mit der Notation von oben, dass K C J,,. Also gilt w € B,

und wegen J, C Tund J, C |y J,dasswe |J By.Insgesamtalso |J AxC U By
KcJcI J:KCJCI kEK J:KCJCI

Sei jetzt umgekehrt w € U Bys. Dann muss wenigstens ein Element k& € K auch Element
J:KCJCI
von J,, sein, da andernfalls w ¢ S; fir alle K C J und damit insbesondere w ¢ U By. Also
J:KCJCI
K C J,. Dann ist aber w € Ay fiir alle k € K, also w € [ Ax. Das beweist die andere Richtung.
keK
|

(b). Wie auch in Georgiis Losung kann nun P((, o, Ax) ersetzt werden durch Y  P(By).
J:KCJCI
Danach wird tiber alle J C K C L C I summiert. Aus diesem Grund ergibt sich das erste Gleich-

heitszeichen mit dem Vertauschen der Faktoren. Die letzte Gleichung wiederum ergibt sich daraus,
dass

|K|
_1)EV 2 KL\ il _ g gy [0 TFEFEL
K:J;{CJ 1) ,;<|K—k>( 1) (1+(-1)) {1 PEPREIN D
|

Aufgabe 9

Die Ungleichung ist recht einfach mithilfe von vollstandiger Induktion zu zeigen. Eine andere Mogli-
chkeit ist die Betrachtung als gerade Abschétzung des Einschluss-Ausschluss-Prinzips, die jedoch
einen weiteren Bogen spannt.

Induktionsanfang : Klarerweise gilt fiir zwei Mengen Ay, As C Q, dass P(4; U Ay) = P(4;) +
P(AQ) = P(Al n AQ)

Induktionsvoraussetzung : n —n + 1

Induktionsschluss :
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n+1 n
P(JA)=P(JAiuAnn)
i=1 i=1
= U —|— P(An+1 U A N AnJrl)
i=1 i=1
zip = > P(AiNA;) + P(Ani1) - UA NAnt1)
i=1 i<j<n =1
n+1
>y P > P4
i=1 1<j<n+1

n

Die letzte Ungleichung folgt hierbei aus |J 4; N A1 = U (A; N A,41) und der o-Subadditivitat
i=1 i=1
von Wahrscheinlichkeitsmaflen (vgl. Satz 1.11), d.h.

P(CJAmAnH zn: P(A;NAL4q) (19)

i=1

Aufgabe 10

Die Zufallsvariable, die hier betrachtet wird, bildet alle geordneten Tripel der Zahlen 1,2,...,6
auf die Summe der Elemente jedes Tripels ab. Sei also

Q = {(w1,w2,ws3) 1 w; € {1,...,6} Vi € {1,2,3}} (20)
und
3
= {sz : (Lul,LUQ,CU3) S Q} (21)

Klarerweise sind sowohl 2 als auch Q' endlich. Aus diesem Grund kénnen wir die Potenzmenge
dieser Mengen als geeignete o-Algebra nehmen und definieren damit die Zufallsvariable
3

X (,P(Q) = (¥, P(Q)), (w1,wz,ws) = > w; (22)

i=1
Wir kénnen annehmen, dass die Wiirfel fair sind. Damit sind alle Tripel gleich wahrscheinlich und
P({(w1,ws,ws)}) = 1/]9] (23)

fiir ein Tripel (w1, w2, ws) € Q. Weiterhin gilt |2 =6-6- 6 = 216.

Seien nun A = {11} € P(') und B = {12} C P(¥) die betrachteten Bilder der Zufallsvariable.
Nach Satz 1.28 wird durch

P'(A):=P{weQ: X(w)e A'}) A e P(Q) (24)
die Verteilung von X definiert. Im Fall von A = {11} bedeutet dies, dass
P'(A)=P(X YA) =P({wecQ: X(w) € {11}}) (25)

und wegen Satz 1.18 im diskreten Fall weiter

PXTA) = Y P(wh) = 'X|Q(|A)'='X212A)'

wEX—1(A)

(26)

11 lasst sich in der Aufgabenstellung bereits angegeben auf folgende Weise mit Hilfe von drei
Augenzahlkombinationen darstellen : 6 —4—1,5—-5—-1,5—4—2,6—-3—2,5—3—-3 und 4—4—3.
Jede Augenzahlkombination kann permutiert werden. Fiir 6-4-1 hat man 3! Permutationen, fiir
5—5—1 nur 3 Permutationen, fiir 5—4—2 3!, fir 6 —3—2 3!, fiir 5—3 —3 nur 3 und fiir 4 —4—3
auch nur 3. Also gibt es insgesamt 3! + 3 + 3! 4+ 3! 4+ 3 + 3 = 27 mogliche Tripel in 2, die in der

6
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Summe 11 ergeben. Macht man das Gleiche fiir 12 erhélt man, dass es nur 25 Tripel in Q gibt, die
in der Summe 12 ergeben. Somit erhalten wir

P/(4) = PX () = 2L
P/(B) = P(X(B)) =

Wegen P’(A) > P'(B) zeigt dies, dass es tatséchlich (geringfiigig) wahrscheinlicher ist, mit drei

Wiirfeln in der Summe eine 11 zu wiirfeln als eine 12.
[ |

Aufgabe 11
Die Aufgabenstellung kann interpretiert werden als ein Wurf von sechs fairen dreiseitigen
Wiirfeln. Setze zur Abkiirzung K = “ Trinkhalm fehlt”, D = * Trinkhalm defekt” und G =
“Trinkhalm gut”. Die Ergebnismenge ist damit
Q={(k,...,ke) : k; € {K,D,G} Vie {1,...,6}} (27)
auf die wir als endliche Menge die Potenzmenge als passende o-Algebra legen kénnen. Damit ist
(2, P(Q)) unser Ergebnisraum. Es gilt klarerweise |Q| = 3°. Die gesuchte Menge kann man nun
folgendermaflen formalisieren. Insgesamt ist
A=A1NA (28)
mit
A]Z{(kl,...,k(;)ZHiG{l,...,G}Iki:K} (29)
und
AQZ{(kl,...,k'G)23i€{1,...,6}:k5i:G} (30)
Andererseits gilt aber auch y
A = A§ (31)
mit R
A1:{(kh...,k(;)IﬁiE{l,...,G}Iki:K} (32)

und an~alog Ag = Ag mit analoger Deﬁ~nitior~1 fir /12. Offensichtlich gilt sowohl 1211 N /12 = ( als
auch |A;| = |As| = 26 = 64. Damit ist A; U Ay eine Vereinigung disjunkter Mengen. Abschliefend
konnen wir also folgern, dass

|A| = |A1 N Ag| = |A7 N 45| = |Q/ A1 N Q/ 4| = |9/ (A1UAs)| = |Q]—|A1UA| = |Q|—|A;1|—| 42| = 601
und nach der Gleichverteilungsannahme der drei Halmzustdnde somit, dass
|A] 601
P(A) =2 222 825 33
(4) = 1G] = 735 ~ B2.5% (3)
Dieses Ergebnis lasst sich auch praktisch simulieren. Der folgende R Code simuliert die Ausgang-
sfrage. Bei Ausfiihrung erhalt man genau das Ergebnis.

Verteilung = replicate (100000, {
A = sample(c(1:3), 6, prob = rep(1/3, 3), replace = TRUE)

}
)
sum (apply (AB, 2,
function(x) length(x[x == 1]) > 0
& length(x[x == 3]) > 0)
)/100000
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Aufgabe 12

Bei einem Stand von (A) 2 : 3 (B) sind sicher bereits fiinf der sieben Runden gespielt. Wegen 7 =1
mod 2 ist kein Unentschieden méglich, d.h. es wird sicher einen Sieger geben. Unter der Annahme
der Unabhéngigkeit der Runden ist die genaue Entstehung des Standes von 2 : 3 fiir die Losung der
Aufgabe irrelevant. Die Betrachtung konzentriert sich auf die beiden letzten Runden. Man muss
vier Falle unterscheiden :

Runde 6 Runde 7 Gesamtgewinner

A A A
A B B
B A B
B B B

Aufgrund der Fairness des Spiels sind alle vier Kombinationen der Runden 6 und 7 gleich wahr-
scheinlich. Das impliziert aber, dass die Gewinnwahrscheinlichkeit von Brigitte 3/4 = 75% betrigt
wéhrend die von Anton nur 1 — 3/4 = 1/4 = 25% betragt. Mit Stand (A) 2 : 3 (B) sollte der
Gewinn deshalb fairerweise 1/4 : 3/4, d.h. 1 : 3 aufgeteilt werden und nicht im Verhéltnis 2 : 3.

|
Aufgabe 13

Die Losung von Georgii ist bereits klar und umfangreich, vgl. Georgii (2015, p. 385). |
Aufgabe 14

Wir priifen die Kriterien fiir eine o-Algebra nach :
1. Esist Q' € F/, da X~ }(Q) = Q € F wegen F o-Algebra.

2.Sei A’ € F'. Dann gilt X ~!(A’) € Fund (X ~1(A"))¢ da F eine o-Algebra ist nach Voraussetzung.
Dann gilt aber aufgrund der Eigenschaften von X!, dass auch X ~1(A4’C) € F, also A’° € F'.

3. Seien A1, As, ... € F' o.E. disjunkt. Dann gilt
XA, X Y(As),...€ F (34)
und deshalb wegen F o-Algebra auch

Ux)er (35)
i>1
und damit
UxTt@y=x"(J4)er (36)
i>1 i>1
Also ist |J A; € F'. Intuitiv : Das Inverse liefert eine o-Algebra, da die Existenz der Inversen X ~!
i>1

die Bijekt_ivitéit von X voraussetzt und die Inverse einer bijektiven Abbildung bijektiv ist.
Die Menge F” ist nicht notwendigerweise eine o-Algebra. Denn fiir X (A) € F” gilt nicht notwen-
digerweise (X (A))¢ € F”, da die Identitét

X(A%) = X(Q\ 4) =Q\ X(4) = (X(4))° (37)
nur fiir bijektive X gilt.
Genauer kann folgendes gezeigt werden : Die messbare Abbildung X : (2, F) — Q' induziert iiber

F'" ={X(A): A € F} genau dann eine o-Algebra, wenn X surjektiv ist und fiir alle A € F gilt,
dass X 1(X(A)) € F.

Im Allgemeinen gibt es zwei komplementére o-Algebren :
A :={X"Y(B):BeF'}
Ay :={A" cQ : X1 (4) e F}.

8
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|
Aufgabe 15
Wegen der Messbarkeit von X, gilt, dass
A3 € Fs = X;'(A3) € F» (38)
und wegen der Messbarkeit von X7, dass
Ay e Fy = XY (A) e R (39)
Also schlieffit man insgesamt, dass
As € F3 = (X{'oX;1)(43) = X7 (X5 (43) € Fu (40)
T
und damit, dass X5 o X; messbar ist. |
Aufgabe 16
(a). Fiir die Messbarkeit von X = (X,Y) : (Q, F) — (R?, Z(R?)) muss, da
B(R?) = g((—00,a] x (—o0,b] : a,b € R) (41)

und geméifB Messbarkeitskriterium (1.25, p. 22), nachgepriift werden, dass Xﬁl(R) e F fur R =
(—00,a] X (—o0,b] mit a,b € R beliebig.
Es ist aber

X '(R) ={we:X(w) € R}
={weN: X(w) € (—00,a] NY (w) € (—o0,b|}
={we: X(w) € (—o0,a]}N{weQ:Y(w) € (—o0,b|}
= X" ((=c0,a]) NY 7 ((—00, b))
Da F eine o-Algebra ist und X bzw. Y reelle Zufallsvariablen, so folgt, dass
XR) = X ' ((~00,a]) NY ((—00,b)) € F (42)
und damit die Messbarkeit von X.

(b). Die Funktionen ¢;(z,y) := x + y und go(z,y) := xy sind offenbar stetig und damit messbar.
Also ist die Funktion X +Y = g; 0 X : 2 — R als Komposition messbarer Abbildungen messbar.
Analog fir XY =go0oX:Q — R.

(¢). Um zu zeigen, dass sup X,, messbar ist, miissen die Urbilder {w € Q : sup X,,(w) > ¢} fiir

neN neN
beliebiges ¢ in F liegen. Es kann gezeigt werden, dass
{weQ:sup X, (w)>c} = | J{weQ: X,(w) > c} (43)
neN
neN

Da alle X,, nach Voraussetzung Zufallsvariablen sind, ist die rechte Seite eine abzéhlbare Vereini-

gung messbarer Mengen und damit in F. Also ist sup X,, eine Zufallsvariable.
neN

Bei punktweiser Definition des limsup im Sinne von
(lim sup X, )(w) := lim sup{ X, (w)} (44)
neN neN

folgt zusammen mit Aufgabe 1.1, dass limsup X,, = (\y>1 U,>n{Xn(w)}. Aus dieser Darstellung
neN - -
als Resultat abzéhlbarer Schnitte und Vereinigungen messbarer Mengen kann direkt geschlossen

werden, dass lim sup X,, ebenfalls messbar, d.h. eine Zufallsvariable, ist.
neN
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(d).

{X=Y}={weQ: X(w)=Y(w)}
={weQ: X(w) —Y(w)=0}
={we: X(w)-Yw) <0}nN{we: X(w)—Y(w) >0}
Nach Teil (b). ist die rechte Seite ein Schnitt messbarer Mengen und damit die Menge in F.
Die Menge { lim X, existiert} ist identisch mit der Menge {lim sup X,, = lim inf X,}. Die
n—roo n—oo

n—oo

Messbarkeit ergibt sich damit aus Aufgabenteilen (b), (¢) und (d).

Schliesslich ergibt sich die Messbarkeit der Menge {X = li_>m X, } als Schnitt der beiden vorher-

gehenden Mengen aus deren Messbarkeit und der o-Algebra-Eigenschaft von F.
|

Aufgabe 17

(a). Es wurde gezeigt, dass B(R) sowohl von den halboffenen als auch den abgeschlossenen Inter-
vallen erzeugt wird. Sei nun A = [a,b] C R eine Teilmenge des Bildes, auf dem X monoton verlauft.
Dann gilt X ([a,b]) = [c,d] fur gewisse ¢,d € R mit ¢ < d nach Voraussetzung der Monotonie von
X. Klarerweise gilt [c,d] € B(R).

Jedes abgeschlossene (oder offene) Intervall A" = [a/,b'] mit @’ > —o0,b < oo kann geschrieben
werden als abzéhlbare Vereinigung von disjunkten Intervallen, auf denen X ist monoton ist, in der
Form
A" =1[d,b] = lag,a1) Ula1,a2) U...U (an_1,an] (45)
nach Definition von ag := o’ und a,, := b fir n € N. Also gilt dann
n—1 n—1
XA = XN (Jlas, ai1) = |J X7 ([a5,0i41)) € B(R) (46)
i=0 i=0
aufgrund der o-Algebra-Eigenschaft von B(R) und der Disjunktheit der Intervalle.
|
(b). X ist differenzierbar, d.h. insbesondere stetig, und somit messbar, also eine Zufallsvariable.
Die Folge
Xw+i)-X
X, (w) = Xt )~ X (47)

ist als Komposition messbarer Funktionen messbar fiir alle n € N messbar. Da der punktweise
Grenzwert messbarer Funktionen geméafl Aufgabe 1.16 messbar ist, ist auch

lim X, = X’ (48)
n—oo
messbar, also eine Zufallsvariable.
|
Aufgabe 18

(a). Offenbar ist p eine Wahrscheinlichkeitsdichte, da klarerweise messbar und aulerdem
/p(sc) de = /e_ac de=lim [e *dx= li_>m — " — (e =1 (49)
n—0o0 n [e.9]
Q 0 0

10
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X ist stetig und damit messbar, also eine Zufallsvariable. Die Verteilungsfunktion von X bzgl. des
WK-MaBles P mit Dichte p berechnet sich fiir ¢ € X () dann zu

8

Fx(c) = Fpox-1(c) =P(X <¢) = P((E)l/ﬁ < c) =Pz <ac’)= /e_xl{acﬁ} de = / e dz = 1—e~*
!
0 0
und die Verteilungsdichte damit zu
d
px(c)=—Fx = aﬂcﬁflefacﬁ (50)
de
|
(b). p ist auch in diesem Fall klarerweise messbar und es gilt
w/2
1/m T
/p(m) dx / /7 dx =I5 > (51)
Q —/2

X ist als Verkniipfung stetiger Funktionen stetig und damit messbar, also eine Zufallsvariable.
Somit erhélt man wieder

Fx(c) = Fpox—l (C)
=P(X <¢)
= P(sin?(z) < ¢)
= P(—arcsin(y/c) < z < arcsin(y/c))
arcsin(/c)
= / % dx
— arcsin(/c)
= l(arcsin(\@) — (—arcsin(y/c)))

™

2
= = arcsin(y/c)
71—

und
d 1
—F
PX=ac my/c(1—c¢)
]
Aufgabe 19
Nach Definition gilt
Fp(c) = P((—o0,d]) = / max(1 — |z],0) dx (52)
(70070]

Die Dichte p(z) := max(1 — |z|,0) ist auf (R, B(R)) eine stiickweise monotone Funktion mit alter-
nativer Darstellung

p(2) = {0 five ¢ (<11) oo

1—|z| firze(-1,1)

Gemafl Aufgabe 17 ist eine solche stiickweise monotone Funktion messbar. Nach Integration erhélt
man

11
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0 fire < —1
Fp(c) =44 +c(1-1) fir —1<c<1 (54)
1 firc>1

|
Wegen F'(c) =1 — || gilt F'(c) > 0 fir —1 < ¢ < 1. Damit ist F' auf dem Intervall (—1, 1) streng
monoton wachsend und also invertierbar mit X (u) := F~!(u) = c. Im Folgenden wird ein expliziter
Ausdruck fiir F~! hergeleitet.
Es ist
Flc)=u
= 1+c(1-1)
—tcll-=)=u
2 2
_d .
— c(1 5 )t 1/2—u=0
< ¢ —2¢c—14+2u=0
— c=1-V2V/1—-uVe=Vv2Vl—u+1Ve=—V2/u—-1Ve=v2y/u—1

Aufgrund der Tatsache, dass —1 < ¢ < 1 fallen die Kandidaten 2 und 3 weg. Umgekehrt sind die
Kandidaten 1 und 4 streng monoton steigend, sodass fiir u € (0,1)

“1<1-V2<1-V2V1-u<1
—1<V2Vu—-1<v2-1<1

Beide Kandidaten schneiden sich im Punkt v = 1/2. Also erhalt man schliefflich, dass fiir 0 < ¢ < 1
und v € (0,1) gilt

1-V2yT—y 1/2<u<1

X(U):F_l(“):{ﬁ\/g_1 0<u<1/2

Aufgabe 20
F ist monoton wachsend wenn ¢; > co = F(c¢1) > F(c2). Fiir ¢1 > ¢y gilt aber
F(c1) = P((—00,¢1)) = P((—00,c2) U [e2, c1]) = P((—00,¢0]) + P([e2, c1]) = F(c2) +d  (56)
mit d > 0 nach Definition von P. Damit folgt F(c1) > F(ca).

Die Rechtsstetigkeit folgt aus der o-Stetigkeit von P aus Satz 1.11, denn fiir A, := (—o0,¢; — %]
gilt Ay C As C ... und A= |J A, = (—00,¢]. Fiir die Folge s,, := ¢1 — % gilt lim s, = ¢; und
n=1 n— o0

nhﬁngo F(sy) = nl;rrgo P((—o00, 8y]) = P((—00,c1]) = P((fm,nlirrgo sn]) = F(nlgngo Sn,) (57)

also die Rechtsstetigkeit von F. Beziiglich Grenzwertbildung gilt aufgrund der Eigenschaften von
P als Wahrscheinlichkeitsmafl und der Rechtsstetigkeit :

lim F(c) = cl}r_noo P((=o0,¢]) = P((—o00,—00]) =0

Tim F(c) = lim P((~00,¢]) = P((~00,00]) = P(R) = 1

Aufgabe 21

Gegeben sei X : 2 — R mit Fx stetig, d.h. Fix ist insbesondere linksstetig. Auflerdem sei F' :
X(R) — (0,1) mit F' = Fx. Dann gilt fiir beliebiges ¢ € (0, 1), dass

12
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Fry(c) = P(F(X) < ¢) = P(X < F7'(c) = Fx(F~'(¢) = ¢ (58)

Also gilt F/(X) ~ U(,1. Fiir eine genaue Argumentation, warum die zusétzliche Linksstetigkeit von
F notwendig ist, vgl. Embrechts & Hofert (2014).

|
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